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摘要 . 本 文 以 拓扑 Abel 群 的 完备 化 为 基础 ， 定 义 了 拓扑 有 -代数 及 其 完备 化 ， 并 从 射影 
极限 的 角度 对 完备 化 的 进行 了 代数 解释 . 
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引言 


群 与 环 的 完备 化 在 代数 理论 中 占据 了 重要 的 地 位 , 它 与 分 析 、 数 论 、 几 何等 有 着 密切 关联 . 对 


任意 Abel 群 G, 其 子 群 降 链 c : 


拓扑 空 


H= GD H D2 H2 D2.… 可 以 诱导 G 上 的 拓扑 Jo, 使 得 G 也 是 一 个 


间 . 进一步 地 , 如 果 群 G = (G, 十) 上 的 加 法 运算 十 : G x G 一 G 和 求 加 法 逆 -id : G toG 都 是 


在 上 述 拓扑 Ic 的 意义 下 是 连续 映射 , 则 称 G 是 拓扑 Abel 群 .由 于 G 的 拓扑 结构 , 使 得 它 可 以 利 


iJo- 


Cauchy 基 本 列 进行 完备 化 , 13796. 上 述 完 备 化 方法 也 可 以 推广 到 环 上 , 例如 交换 环 [1, Chapter 5, 


Example 5.16] [2]), 交换 Noether 环 [3,4], 局 部 环 [5]. 域 人 上 的 线性 空间 4 如 果 同 时 具有 环 结构 ， 
使 得 环 上 乘法 与 向 量 空间 数 乘法 相 容 , 则 称 4 是 一 个 上 -代数 [6-8]. 特别 地 , 如 果 太 代数 是 有 限 维 向 


lim] 


ENS 


量 空间 , 则 进一步 称 其 是 有 限 维 k- 代 数 . 1- 代 数 本 身 的 环 结构 就 保证 了 其 具有 Abel 群 的 结构 ， 
导 群 的 完备 化 可 以 推广 到 k 代 数 上 .， 如 果 取 大 是 有 到 
括 Dedekind 等 在 内 的 诸多 数学 家 建立 了 一 系列 的 严格 的 代数 体系 将 自然 数 集 N 进 行 严格 定义 , 并 利 


这 使 
E 数 域 Q, 易 见 Q 是 其 自身 上 的 Q- 代 数 . 以往, 包 


用 了 Dedekind-Peano 分 割 或 者 对 Q 完 备 化 来 获得 实数 集 民 ， 而 在 分 析 中 , 获得 实数 集 民 所 广泛 采用 
的 方式 则 是 先 从 NN 以 代数 运算 系统 的 封闭 性 诱导 出 Z; 接着 通过 对 ZZ 进行 局 部 化 而 获得 Q; 最 后 利用 


了 Cauchy 基 本 列 对 Q 完 备 化 得 到 民 . @ 作 为 我 们 所 熟知 的 最 简单 的 代数 之 一 , 它 的 完备 化 本 质 上 利用 


了 拓扑 


结构 以 及 Abel 群 结构 . 


0 国家 


自然 科学 基金 项 目 资助 (12171207). 
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另 一 方面 , 任意 有 限 维 的 k- 代 数 总 能 Morita 等 价 到 k 上 的 有 限 维基 代数 (basic algebra), 例如 k 上 
的 下 三 角 和 矩阵 代数 和 上 三 角 和 矩阵 代数 都 与 8 作为 自身 上 的 k- 代 数 时 Morita 等 价 ， Gabriel 证 明了 任 
意 有 限 维基 代数 总 能 同 构 于 某 个 箭 图 代数 1@/7 其 中 7 是 可 许 理想 (admissible ideal), 且 第 图 @ 唯 
— [9]. 这 使 得 对 有 限 维 &- 代 数 的 研究 可 以 归结 到 对 某 个 和 图 代数 的 研究 , 同时 , 利用 图 论 方法 , 箭 图 
也 为 k 代 数 提供 了 很 好 的 分 类 . 

本 文 将 考虑 将 域 K 上 的 有 限 维 代数 视 作 Abel 群 时 , 如 何在 上 面 诱导 其 拓扑 结构 , 并 利用 此 拓扑 结 
构 对 有 代数 进行 完备 化 . 然后 作为 一 个 应 用 , 本 文 将 用 代数 的 完备 化 对 我 们 熟知 的 p-adic 完备 化 从 
射影 极限 的 角度 给 出 同调 解释 . 本 文 结构 安排 如 下 : 第 1 节 , 本 文 对 拓扑 Abel 群 及 其 完备 化 的 相关 结 
论 进行 复习 . 并 且 , 为 了 方便 读者 , 相关 结论 我 们 会 给 出 简要 的 证 明 . 第 4 节 , 本 文 对 有 限 维 k 代 数 构 造 
了 拓扑 结构 , 并 引入 了 拓扑 -代数 的 概念 . 这 一 节 我 们 会 给 出 拓扑 k- 代 数 的 完备 化 方法 . 第 ?? 节 将 复 
习 一 些 同调 代数 中 关于 归纳 极限 和 射影 极限 的 相关 概念 和 结论 , 并 指出 拓扑 k- 代 数 的 完备 化 是 一 种 
射影 极限 . 在 最 后 一 节 , 本 文 将 Q 视 为 Q@ 代 数 , 从 拓扑 -代数 的 完备 化 与 射影 极限 的 角度 , 计算 了 一 些 
实例 . 


1 ”拓扑 Abel 群 的 完备 化 
文章 的 这 一 节 , 我 们 以 Q 为 核心 , 回顾 一 般 的 拓扑 Abel 群 的 完备 化 方法 . 


1. Q 在 通常 拓扑 意义 下 的 完备 化 
文章 的 这 一 小 节 , 我 们 回顾 @ 的 完备 化 方法 , 该 方法 以 及 相关 内 容 如 今 在 分 析 中 被 广泛 使 用 , 例 

如 文献 [10, 11] 等 . 本 文 总 假定 如 下 事实 : 在 Q 中 , 通常 的 四 则 运算 已 经 由 Peano 公 理 对 N 上 四 则 运算 
加 法 的 定义 所 诱导 , 故 (Q, 十 ) 自 然 地 被 视 作 了 Abel 群 ; Q 上 的 全 序 关系 < 由 Peano 公 理 对 N 上 自然 偏 序 
的 定义 所 诱导 , 这 一 假设 将 保证 对 每 个 zs Q, 存在 z 的 7- 邻 域 U(zx,7) = {0 € Q | d(z,0) <r}, X 
Hr € Q, d(z,0) := max(z — 0,0 一 72} 并 称 之 为 x 与 9 之 间 的 距离 , d 称 为 距离 函数 . 
定义 1.1 对 任意 Q@ 的 子 集 O, 我 们 称 O 属 于 集合 类 ,7, 当 且 仅 当 O 满 足下 述 条 件 之 一 : 

(1) O 是 空 的 , BIO = e; 

(2) 或 者 , 对 于 任意 ze O, TETEU (z,r), r € Q, 使 得 U(x,7) C O. 


于 是 , 下 面 引 理 是 显然 的 . 为 了 文章 的 完整 性 , 我 们 依然 给 出 此 引 理 的 证 明 . 


引 理 1.2 按 定义 1.1 给 出 的 集合 类 7 是 @ 上 的 开 集 系 ,， 换言之 , @ 是 拓扑 空间 . 


WEBB. 首先 , 根据 定义 1.1, .7 包含 空 集 . 而 Q es .7 显然 . 其 次 , IERO, O € J, ERr € Onm 05, 
&U (z,ri) € O,EURU (z, r3) € O2, 此 时 令 r = min(ri, r2}, WIU(z,r) C O10 Os. FXE, 不 失 一 般 
性 地 , 假定 mm < ro, 则 U(x,7 = r1) € O2EHU (z,r1) € U(x, ra) Vs Se. 因而 根据 归纳 法 可 知 7 了 对 有 限 交 
封闭 . 最 后 , 对 于 任意 多 个 了 中 的 集合 组 (Oi;)iez, WO = Ucr On 由 于 对 于 任意 x € O 可 知 z 必 定 属于 
某 一 Dj, 从 而 按 了 的 定义 可 知 存在 r > 0, 使 得 U(x,7) CO; CO 而 直 O e J. 综 上 得 知 Q@ 是 拓扑 空间 . 


定义 1.3 (Q 上 的 开 集 ) 我 们 把 7 中 的 集合 称 作 开 集 . 
引 理 1.4 (Q 上 的 连续 映射 ) 映射 


+:Qx Q> Q,(z,y) = r +yAA — id: Q> Q, =r 


是 连续 映射 . 
LESK E, 无 限 维 太 代数 也 可 以 归结 到 箭 图 代数 , 但 一 般 不 能 保证 其 篆 图 是 唯一 的 
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证 明 . 令 QxQ 的 子 集 O = O, x Os 是 开 的 , 考虑 其 在 十 下 的 像 十 (O1 x O3), 任 取 z € 十 (O1 x Os), 则 按 
此 定义 必 有 zi € O1, £2 € Os 使 得 zx 一 21 十 Za2， 从 而 存在 71, 7。 > 0 使 得 U (14,71) c Oi, U (z5, r2) c Os. 
T AÉU (a, r4 4- 72) € F(U (21,71) x U(z2,2)), 得 十 (O1 x O02) 是 开 集 , 进而 + 是 连续 映射 . -id 的 连续 


结合 引 理 1.2, 1.4, 我 们 有 如 下 推论 
推论 1.5 有 理 数 集 Q@ 按 通常 的 拓扑 结构 以 及 四 则 运算 加 法 成 拓扑 4bel 群 . 


定义 1.6 (Q 上 的 Cauchy 基 本 列 ) 设 {zsjneN 是 Q 上 的 一 个 数列 , 我 们 称 该 数列 是 Cauchy 基 本 列 , 如 果 
对 任意 Q@ 中 的 e > 0, FEN € N 使 得 d(zwzn) < e 在 m,n > NN 的 情形 下 恒 成 立 . 


引 理 1.7 (Q 上 的 Cauchy 基 本 列 的 等 价 性 ) 定义 Cauchy 基 本 列 之 间 的 二 元 关系 和 ~ 为 : {fznjneN ~ 
{yn}neN 当 且 仅 当 对 任意 se € Qe > 0, EN e Ndan, Yn) «ein» N 时 恒 成 立 . 则 ”是 等 价 


证 明 . 首先 , 对 任意 {xn}wen, 必 有 {zn}ren ~ {znjneN, 这 是 因为 qd(znzn) = 0. 其 次 , f&d(z,y) = 
d(y, x) B WEE Y (s) nen iuc {Yn }neN > {Yn }nen ^v Un }nen: 最 后 ， 若 同 时 有 {zn }nen Ga {Yn nen; 
{ynjnen ~ {zntnen, 那么 对 任意 正 有 理 数 e/2 > 0, 必然 存在 NW, N", 使 得 当 > max(N', N"} = 
N 时 , fef d(z,, Yn) < e/2 以 及 d(yn, zn) < e/2, 于 是 


Ne 


d(En, Zn) = |En mu] < |En — Yn| + |yn — Zn| < €. 


进而 {xn} ~ (4). 综 上 可 知 其 为 等 价 关 系 . 


利用 等 价 关 系 , 可 以 对 Q 上 的 全 体 Cauchy 基 本 列 进行 一 个 划分 , 使 得 相互 等 价 的 Cauchy 基 本 列 
被 分 到 相同 的 分 组 之 下 , 这 样 的 每 一 个 分 组 就 被 称 作 一 个 等 价 类 . 例如 序列 {OjN, {1/mjN 就 属于 同一 
等 价 类 . 习惯 上 , 序列 {zijn 所 在 等 价 类 记 作 [{z}y], 自然 地 , 此 处 所 给 的 例子 即 指出 等 价 类 之 间 的 
HÆR RHO] = [(1/n)y]. 方便 起 见 , 记号 Qe 表 全 体 Q 上 Cauchy 基 本 列 构成 的 集合 , 对 此 集合 可 以 


定义 如 下 两 个 事实 : 
e 定义 Q< 上 的 加 法 运算 和 乘法 运算 . 具体 地 说 , 对 任意 两 个 Cauchy 基 本 列 {z,}jn 和 {y,}n, 二 者 的 
加 法 和 乘法 按 下 述 给 出 : 


(zu + {Yn} := {zn + yai (3n) 7 {Yn}N := {znyn}N. 
不 难 验 证 该 定义 是 良 定 的 . 
e iE X QSIQ* I] — A BECA: 


m= 
p= — 
— 

9 
C) 


Q => Q*.z I? {zn E Z aen. 
那么 Qe 是 一 个 Abel 群 , HQ := Q@<5/[{0}w| 就 是 全 体 Cauchy 基本 列 等 价 类 构成 的 集合 , 而 对 于 此 集合 ， 
上 述 两 条 定义 诱导 出 了 两 个 事实 : 

。 外 上 的 加 法 运算 和 乘法 运算 被 诱导 ， 即 , 对 任意 两 个 Cauchy 基 本 列 的 等 价 类 [{fzjaj 和 [fy]ja， 

二 者 的 加 法 和 乘法 按 下 述 给 出 : 
Gnd] [sd] := Kan Fe]: Gnd EU] := [Gros] 
不 难 验 证 该 定义 是 良 定 的 . 

e @Q 到 @ 的 一 个 嵌入 被 诱导 , 即 存在 下 述 对 应 : 


c: Q> Qn o [Is =zjneN]. 


不 难 证 明 这 个 对 应 是 良 定 的 : 事实 上 若 z = y € Q, 则 c(z) = Haen 2 = y = al] = epl(y). F 
时 也 容易 看 到 c 是 一 个 单 射 . 
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由 此 , 我 们 得 到 了 有 理 数 集 Q 的 完备 化 , 即 下 述 命题 . 


命题 1.8 Q 是 完备 的 , 即 对 任意 Q@ 上 的 序列 {|{xwm}wen|jmen, 其 是 Cauchy 基 本 列 当 且 仅 当 其 在 中 
收敛 . 这 里 个 上 的 Cauchy 基 本 列 随 着 名 上 定义 的 加 法 而 可 以 按 下 述 条 件 自然 诱导 . 


e Cauchy 基 本 列 之 间 的 偏 序 ”<” 定义 {ZnjneN < {ynjneN 当 且 仅 当 对 足够 大 的 n € N 恒 有 zx,, 一 
Yn < 0; 
e 以 及 , Q@ 上 的 距离 函数 d: d( [rnm aen] mens {[{ynm}nen]}men) := [{|znm — Ynm|tnen] 


下 面 推论 将 指出 命题 1.8 给 出 的 Q@ 的 完备 化 就 是 我 们 所 熟知 的 实数 集 民 . 
推论 1.9 有 Abel 群 的 同 构 Q S R, 且 该 同 构 也 是 一 个 环 同 构 . 
证 明 . 注意 对 任意 z € R, 其 十 进 制 表示 为 z = $ 10a, 其 中 a 是 0 到 9 中 的 某 个 自然 数 ,又 


?一 一 Co 


San = Y 105a, n € N, We, € Q, 从 而 得 到 了 Q 上 的 一 个 序列 {zjwen， 定 义 对 应 关系 RR > 


i=—n 


Q,z [Us )sen], 该 对 应 良 定 , 双 射 , 并 且 保 加 法 运算 , 因而 是 Abel 群 同 构 . 特别 地 , 该 对 应 保 乘法 
运算 , 因而 也 是 环 同 构 . 


1.2 ”QQ 在 p-adic 拓扑 意义 下 的 完备 化 


本 节 我 们 复习 Q 的 p-adic 完备 化 , 该 完备 化 方法 可 以 在 与 拓扑 以 及 p-adic 分 析 相 关 的 论著 中 查 
到 , 例如 [12-15] 等 . 为 了 便于 读者 阅读 , 我 们 会 对 相关 的 结论 给 出 简要 证 明 . 下 面 , 我 们 考虑 Z 上 
的 p-adic 范 数 . 根据 算术 基本 定理 , 任意 整数 在 不 考虑 正 负 符 号 以 及 乘法 交换 顺序 的 情形 下 , 其 可 以 
唯一 地 被 分 解 为 若干 素数 之 乘积 . 我 们 总 是 事先 给 定 某 个 素数 p, 那么 对 于 任意 整数 m, 其 可 以 被 唯 
一 地 写作 ptm/' 的 形式 , 使 得 p 和 m 互 素 . ERU, : Z — R : m = pm == t, v0) = 十 co 给 出 了 一 个 
对 Z 的 赋值 ,因而 诱导 了 一 个 赋值 环 . |mlp aaie = p^? = p-! 定 义 了 整数 m = ptm/ 的 p-adic 范 数 . 
对 任意 有 理 数 r e Q, 其 总 可 以 写成 pia/b 的 形式 , 这 里 a/b 是 既 约 分 数 且 p 与 ao5 互 素 . 因此 Q 按 赋值 函 
Viv, (pía/b) :— t, vp(0) = 十 oo 成 赋值 环 , 且 按 |pta/ilp adic = De/ 二 p-! 定 义 了 Q 上 的 范 数 结 
FJ. 自然 地 , 此 范 数 诱导 了 领域 的 定义 : 


U (x = p'af/b,r) := (y € Ql|z — ylp_adic < r],r E QE ERE. 
显然 , 随 着 r 的 减 小 , UV,(x,7) 中 的 元 素 也 会 相应 地 减少 . 
定义 1.10 对 任意 Q@ 的 子 集 O, 我 们 称 O 在 p-adic 意义 下 属于 集合 类 了 了, 当 且 仅 当 O 满 足下 述 条 件 之 


(1) O 是 空 的 , BIO = g; 
(2) 或 者 , 对 于 任意 z € O, TETEU, (m, 7), r € Q, 使 得 U(x,7) C O. 


可 以 证 明 上 述 定义 中 的 7 是 Q 上 的 拓扑 , 于 是 Q 是 拓扑 空间 . 此 类 拓扑 空间 称 作 p-adic 拓扑 空 间 ， 
相对 应 地 , 称 了 是 p-adic 拓 提 . 


定义 1.11 (在 p-adic 意义 下 的 Q 上 的 开 集 ) 我 们 把 7 中 的 集合 称 作 在 p-adic 意义 下 的 开 集 , 且 在 不 引 
起 混淆 的 情形 下 , 仍然 简称 开 集 . 


p-adic 范 数 不 会 影响 通常 意义 下 两 个 元 素 的 相等 , 即 z,y € Q, 若 z = y, 则 |zx — ylyaqic = 
lOlp-adic = p ?? = 0, ANEX Fe, y € Q@ 有 |x 一 ylyaqic = 0, 则 写 z = p'a/b, y = p?c/d, KNÆET £ y, 
则 有 下 述 情形 之 一 : t > s > 0;:t>0>s;0>t>s;0>s>t;s>0>ts>t>0. 以 第 一 个 情形 
为 例 , 有 |z 一 ylyaaic = p= 0, 此 时 s = +00, 引发 矛盾 . 同样 可 以 考虑 剩余 五 种 情形 . 下 面 我 们 说 
明 Q 在 p-adic 拓扑 意义 下 是 一 个 拓扑 Abel 群 . 为 说 明 此 , 我 们 需要 下 面 引 理 : 
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引 理 1.12 (p-adic 拓扑 意义 下 的 Q 上 的 连续 映射 ) 下 述 映 射 连续 . 


+:QxQoQ,rY = r+y AK —id:QoQ,ro-zr 


证 明 . SQ x Q 的 子 集 51 X Ss 是 一 个 开 子 集 ， 则 对 任意 vy € 十 (51 x S2), 存在 zl € S ,Za € S52 使 
得 zi + za = y, 同时 也 存在 U(x1,71), U(x2,72) 使 得 它们 分 别 是 51, S3 B] ECT 8, 这 里 rm,r? 是 两 个 
正 有 理 数 .又 , 不 难看 出 +(Z(zam) x Up(z2,72)) 也 是 十 (S51 x S3) FC 88, 再 借 由 下 述 事 实 可 
知 +(S1 x 6) 是 开 的 . 


U,(y = 21 + £2, minr;, 2) € +(Up(£1, r1) x Uj(z5,72)) € 


I Ll 


十 (91 X $5). 


综述 , 十 是 连续 映射 . 而 对 于 -id 的 连续 性 的 证 明 则 更 为 容易 . 


推论 1.13 Q 按 p-adic 拓扑 结构 以 及 通常 的 四 则 运算 加 法 成 拓扑 Abel 群 . 


Q@ 上 的 p-adic 范 数 自然 诱导 了 p-adic Cauchy 基 本 列 . 


定义 1.14 (Q@ 上 的 p-adic Cauchy 基 本 列 ) 有 理 数 集 Q 上 的 序列 {zw}wen 被 称 作 是 p-adic Cauchy 基 本 
列 , 如 果 对 任意 有 理 数 e > 0, 存在 N € N 使 得 |zm — zjpaqic < e 对 任意 m,n > N 恒 成 立 . 


引 理 1.15 (Q@ 上 的 p-adic Cauchy 基 本 列 的 等 价 性 ) 定义 p-adic Cauchy 基 本 列 之 间 的 二 元 关系 ~ 为 : 
{Zn}neN ^v {ynjneN 当 且 仅 当 对 任意 se € Qe > 0, 存在 N € N 使 得 |zn — yslp-adic < E 当 n > N 时 恒 成 
立 . 则 分 ?是 等 价 关 系 . 


HEH. 首先 对 任意 {zn}wen 必 有 {zn}nen {£n }nen; 这 是 因为 我 们 恒 有 |zx， U S adic — pue) s 
p ? —0. 其 次 , 对 于 x = p'a/b,y = p?c/d € Q, 这 里 无 妨 假设 t 一 s > 0, 则 若 |x 一 ylypaqic = |y; Zradic， 
就 有 


|p° (p sa/b—c/d)lyadic = p7? = |p° (c/d — p" *a/b) |y aic; 


这 表明 对 {zy }nen did {Yn }nen, (ta — |p-adie < DE 4X = Tn lpadic <E, Afi Yn aen PS {zn }nen: 
而 对 于 {vn nen SS {Yn }nen, {Yn nen od 2n) aen; 应 注意 到 如 下 事实 


EA U 3| cadis E [25 mi Un padie E [Yn m Zr Loud 
进而 {xn}nen P 2n }neN: 


bus 令 [{zn}n]p-aqic 表 示 全 体 p-adic 等 价 于 {zn} 的 p-adic Cauchy 基 本 列 构成 的 等 价 类 , 并 定 
= Q*/[(O]u]p-aaic, 如 此 得 到 了 一 个 完备 拓扑 空间 Q;, 此 即 为 Q 的 p-adic 完备 化 ， 严格 的 说 , 我 
la 下 述 命题 , 


命题 1.16 Qr = Qe/[{0}N]，adie 是 完备 拓扑 空间 且 对 任意 z E Qr, 其 可 以 唯一 地 写作 下 述 展 开 式 : 


Q(t— a 
= +H asp Fanit petag aE (1) 


ai € T0 does ,p— 1}. 


其 中 展开 式 的 右 侧 求 和 项 如 果 是 有 限 的 ， 按 通 常 十 进 制 计算 得 到 z 在 十 进 制 意义 下 的 表示 ， 进一步 
地 , Uv,(z) 取 上 面 展开 式 最 后 一 项 的 负 种 t， |elpadie 相应 地 取 1/pt. 


Qy 具 有 如 下 性 质 : 


命题 1.17 对 于 p"- 阶 循环 群 Z(yn) = A 9 Zu» = (Zoom)eN ,其 中 的 全 体 p-adic 整 元 
素 (Q1, az,…:) 一 一 即 对 任意 Aaii 三 ai(modp’ ee 则 : 


19 


代数 上 的 拓扑 结构 及 其 完备 化 


(1) Zp 是 交换 么 环 , 加 法 为 (ai) 十 (b;) = (a; - b; mod p), R= X (ai) - (bi) = (a;b; mod p^); 
(2) 加 ,的 分 式 环 Frac(ZZ,) 是 一 个 域 ; 
(3) Q, S Frac(Z,). 


进而 有 


推论 1.18 Q, Ž R. 


X IQ, JE QI 66 — PAP E FRÉ ERA. 
HERA. 只 对 命题 1.17 作 出 证 明 . 

(1). HEZ ERA, HEA, 可 以 验证 其 夭 元 是 (1, 1,……). 

(2)， 事 实 上 对 任意 Za 中 的 非 零 元 4， 只 要 0 关 0(modp), 则 一 次 同 余 式 方程 9x zi 1(mod 
P) 因 (9,p) = 1 而 对 z 有 人 和解， 因而 9 在 Zi) 中 可 逆 ， 故 对 (a1,a2,…) € Zo， 只 要 任意 ai 都 满足 oi z 
O(modp), Jill(a4,a»,--- ) 必 定 可 逆 ， 另 一 方面 , Z, 中 的 不 可 道 元 总 是 形 如 (0,… ,0,ai ai - ) 的 ， 
这 是 因为 若 a; £ 0(modp’), Wl Bai = a;(modp*), Dau x 0(modp**); 否则 ai = upt. 
结合 wii 三 aj((modp')H]Ala;,; — a; = vp), 从 而 a; = (up — v) = 0(modp’),， 引 发 矛盾 . 同 
"E. 45a; 三 O(modp'), W Xfa; 1, a; 三 a; 1(modp/ t) Ù Zi a; 三 0(modp’), 故 对 i 使 用 归纳 法 可 
Alla; = 0(modp?), Vj < i. 

IZER, 2 中 任意 不 可 逆 元 一 定形 如 be(si, 55, - - ), 这 里 (s1, 52, PÉ, p = (0, p, p, ---); 同时 
也 得 到 了 2 中 全 体 可 逆 元 所 有 具备 的 通用 形式 , 进而 决定 了 其 全 体 可 逆 元 构成 的 集合 35. 易 见 5 是 乘 性 
集 , 所 以 ， 


Qiji a (SiJieN+ 
Frac(Z,) = B = { mem — p . qos (Si)iew*; (bi)ieN+ € s} " 


由 此 得 知 , Frac(Z) 中 的 非 零 元 必然 形 如 ba - s/6, 3X Hi, s, b € SIX, 所 以 Frac(Z) 是 域 . 

(3) 根据 Q, 的 定义 , Q，= Q@5/[{0}nw]padic 为 p-adic Cauchy 基 本 列 的 等 价 类 构成 的 集合 ， 
一 个 p-adic Cauchy 基 本 列 必 等 价 于 某 个 常数 序列 {p*s/b}n, 其 中 ,，(p, sb) = 1, 或 s = 0( 此 时 导 
致 {p*s/b}s = {0}N). 注意 s,b € QUI CAL EQ, 故 它们 有 形 如 (1) 的 p-adic 表示 , 即 


S—(1— = 
a E (2) 
EMEN 
b=. + bip bp! 十 十 加 十 十 一 名 ELT. (3) 
2 p p 
由 此 定义 的 映射 


f :Qp > Frac(Z,) 


De > p^ -— (5-1, 8-1-1)" ,90,81, 82, *** ) 
b b pm om 1) , bo, b1, b2, + ) 


给 出 了 Q, 到 Frac(Z,) 的 同 构 . 


13 ”一 般 拓扑 Abel 群 的 完备 化 


同时 具有 拓扑 空间 结构 和 Abel 群 结构 的 集合 称 为 拓扑 Abel 群 , 其 可 以 借 由 其 上 的 拓扑 结构 进行 
完备 化 . 不 同 于 Q, 拓扑 Abel 群 本 里 可 以 不 是 偏 序 的 , 因此 在 定义 拓扑 Abel 群 上 的 Cauchy 基 本 列 时 ， 
依赖 拓扑 空间 中 的 邻 域 . 


定义 1.19 (Cauchy 基 本 列 ) Ve (m, wen 是 给 定 拓扑 Abel 群 G 上 的 一 个 序列 , 我 们 称 该 序列 是 Cawuchy 基 
本 列 , 如 果 对 任意 0 的 邻 域 U(0), FEN € N 使 得 zj — x, EU(0) 在 m,n > N 的 情形 下 恒 成 立 , 这 
里 0 表示 拓扑 Abel 群 的 零 元 素 . 
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类 似 前 文 所 述 记号 Ge 表示 G 上 全 体 Cauchy 基 本 列 构成 的 集合 , 并 定义 两 个 Cauchy 基 本 
列 {fzajN，{o 之 间 的 二 元 关系 “> 由 下 述 条 件 定义 : {rn} ~ {yn} : 倒 对 任意 0 的 邻 域 U(0)， 
En — yn EU(0) 总 是 对 足够 大 的 n 恒 成 立 . 容易 证 明 下 面 引 理 . 


引 理 1.20 ”是 G< 上 的 一 个 等 价 关系 . 


进一步 地 , 我 们 有 下 述 命题 . 


命题 1.21 G := G/[{O]} 辣 是 一 个 4pel 群 ， 且 完备 ， 这 里 ,， [{0}N] 表 示 全 体 等 价 于 {0}N 的 Cauchy 基 本 列 
构成 的 等 价 类 . 


JERA. 注意 [{0}w] 是 G 的 正规 子 群 , 因此 G 是 G 的 商 群 , 自然 是 一 个 Abel 群 . 其 完备 性 的 证 明 留 给 读 
者 . 


命题 1.21 指 出 商 群 G/[{0}y] 是 拓扑 Abel 群 G 的 完备 化 . 关于 拓扑 Abel 群 的 完备 化 , 我 们 还 有 如 下 
性 质 . 


命题 1.22 GAW Abel, G 是 其 完备 化 , 则 映射 p : G> G,g — [{g}n] 是 一 个 群 同 态 . 但 是 J 可 
以 不 是 单 射 . 


证 明 . 显然 kery = 门 。 (0)， 对 于 % 是 群 同 态 的 证 明 是 容易 的 , 下 面 给 出 一 个 kerg Z 
U(0) 是 0 的 邻 域 
0 的 例 以 说 明 % 未 必 是 单 同 态 ， 令 有 = R, (hk) 为 所 有 k 一 的 函数 之 集 , 则 其 上 可 定义 距离 


函数 d(f,g) := |f(0) — g(0)|, 该 距离 函数 d 使 F(k) 成 伪 度 量 空间 ， 对 给 定 的 函数 / € F(k), € 
义 U(f,7) := fg e F(k)|d(f,g) <7} 为 1 的 邻 域 , 由 此 可 诱导 出 F(k) 的 拓扑 了, 进而 F(k) 是 拓扑 空间 ， 
旦 是 拓扑 Abel 群 . 其 上 的 Cauchy 基 本 列 { fj 可 以 按 下 述 方 式 定义 : 


e 对 任意 r > 0, 存在 N € MEd, fm, fn) € rmn > NERZ. 
两 个 Cauchy 基 本 列 的 等 价 {f}n ~ {gn}N 则 可 以 由 下 述 方 式 定义 : 
e 对 任意 = > 0, 存在 N' € N Ed, fn, gn) < e 当 n > N' 时 恒 成 立 . 


从 而 得 到 FA 的 完备 化 : 
"TO (F(k))€ 
PE) = = e F(EIf OF 
考虑 该 例 下 的 映射 8: 
G: F(k) > F(k), f= (fs), 
显然 f(x) = zx 在 此 映射 下 有 (f(x)) = (z,v,...) + [0| = (0,0,...) + [0] = [0], 致使 f(x) = x € ker 9, 
5 不 为 单 射 


我 们 对 命题 1.22 给 出 一 条 注 记 , 该 注 记 不 是 本 文 所 必须 的 , 因此 我 们 不 对 此 注 记 中 的 内 容 给 出 证 


明 . 


注 记 1.23 设 G 是 拓扑 Abel 群 , G 是 它 的 完备 化 ,6 : G — G,g — [Cos] E Fs, 当 且 仅 当 G 是 Hausdorff 空 
间 . 
2. 拓扑 -代数 的 完备 化 


文章 的 这 一 节 将 介绍 拓扑 六 代数 的 完备 化 , 它 是 拓扑 Abel 群 的 完备 化 的 推广 ， 此 外 , 为 了 叙述 
的 直观 以 及 方便 , 我 们 作出 如 下 约定 : 一 个 装备 拓扑 结构 .7 的 拓扑 空间 X, 其 在 拓扑 了 意义 下 诱导 
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的 Cauchy 基 本 列 均 称 作 了 -Cauchy 基 本 列 ; 和 的 完备 化 空间 总 记 作 cplz(X) 以 此 表明 此 完备 化 是 在 
拓扑 了 意义 下 诱导 的 . 
2.1 ”拓扑 -代数 


本 文中 , 所 指 的 -代数 总 是 假定 为 域 x 上 的 有 限 维 代数. 


定义 2.1 (拓扑 大 代数) 一 个 有 限 维 的 拓扑 -代数 (简称 拓扑 -代数 ) 是 同时 具有 有 限 维 的 -向量 空 
间 结 构 , 环 结构 和 拓扑 空间 结构 的 集合 , 使 得 向 量 空间 上 的 纯 量 乘法 和 环 上 乘法 具有 相 容 性 , 并 且 线 
性 变换 .4 : 4 一 A, am 和 a 对 任意 Ne 连续 . 


例 2.2 (1) 任何 一 个 域 k 总 是 自 映 上 的 代数, 对 0 的 邻 域 如 果 采 用 最 平凡 的 定义 : 0 的 邻 域 只 有 4 本 
J, 那么 自然 地 得 到 k 上 的 一 个 拓扑 了 = (A, O0), 称 之 为 平凡 丘 扑 . 平凡 拓扑 空间 k 上 任意 序列 都 
是 了-Cauchy 基 本 列 , 且 任 意 序 列 均 在 拓扑 7 意义 下 收敛 . 如 此 得 到 是 一 个 装备 平凡 拓扑 .7 的 拓 


扑 太 代数. 
(2) 对 于 一 般 的 大 代数 4, 考虑 其 全 体 理想 构成 的 集 5(A), 其 按 集 合 的 包含 关系 成 为 一 个 良 序 

集 (7(4),<) = (lj € J} 3) (7 是 指标 集 ), 由 此 诱导 了 一 个 4 的 理想 序列 {4; = Day Loses, 显然 
T MR A jat, Aj C An, 故此 序列 为 一 理想 降 链 . 另 一 方面 , 称 一 个 包含 0 的 子 集 U 是 一 个 关于 0 的 集 ， 
CO 如 果 对 于 上 述 的 4 的 理想 降 链 {4A; = Na lljn U BARDI. 下面 证 明 这 样 的 定义 的 集 是 0 的 邻 
o 域 , 为 此 需要 验证 其 满足 拓扑 空间 的 邻 域 系 定义 . 为 方便 起 见 , 记 全体 上 述 定义 的 Z 构成 的 集合 系 记 
© YEU(O). 
= (i) XU € 4(0), 则 0 € U: 注意 关于 0 的 集 U 必 定 包含 菜 个 A 的 理想 4A;, 于 是 0 < A; CU 得 到 0 € U. 
C (i) U(0) 对 有 限 交 封闭 : RU, V < (0), 则 存在 在 给 定理 想 降 链 中 存在 两 个 非 零 理想 41, AE 
Co BA CU, A, C V, 其 中 l,m e N. FEAN Am CUR V, TAN Am = Asso EENE 
S 链 {4; = 门 j 了 jyey 中 的 某 个 理想 , KEFU NV. 
N (ii) #U € (0), U C V C A, MV e $(0): 事实 上 , U e &(0) 意 味 着 U 包 含 4 的 某 个 理想 4;， 


d 
T 
W m 


WU CV C A 蕴含 7 了 A; CV. 

(iv) €U e U(0)， 则 存在 了 e 4(0), 使 得 VC U, 且 对 所 有 wy e V, 有 U 一 y € 0): 注意 到 Te 
(0) 表 明 存 在 理想 降 链 {A; = (15; hye7 中 的 某 个 理想 4j 使 得 UV 2 Aj, 且 由 于 理想 降 链 的 
每 一 理想 也 都 属于 U(0), 故 可 取 V 为 V = A.; C U, 则 V 中 的 任意 元 素 y 总 满足 y € U, 所 
以 0 € U — y. 男 一 方面 , V C U — y, 事实 上 对 任意 Y € V, 注意 Y 是 4 的 理想 , 因此 加 法 封闭 ， 
从 而 Wy +y EV cU, Ay €U- y, BIV cU- y, => U- y euo). 


故 综合 (让 ), (1), ( 道 ) 和 (iv) 可 知 U(0) 是 0 的 一 个 邻 域 系 . 于 是 , 对 于 任意 a € A, 称 4 的 子 集 W 是 a 的 
邻 域 , 如 果 存 在 某 个 0 的 邻 域 Ue (0) 使 得 W =U +a. 再 类 似 于 定义 1.3 和 1.11, 可 以 定义 4 的 开 子 
集 . 精确 地 说 , O C 4 是 一 个 开 集 , 如 果 O 是 空 集 G, 或 者 O 足 对 任意 z € O, 存在 x 的 邻 域 U(x), 使 
) € O. 如 此 诱 时 了 -代数 4 上 的 一 个 拓扑 了 , 使 4 是 拓扑 空间 . 

下 面 我 们 说 明 以 此 得 到 的 拓扑 空间 4 是 一 个 拓扑 万 代数 , 为 此 只 需 证 明 + : A x A — A 以 
及 -id : A 一 4 是 连续 映射 . 后 者 显然 , 这 里 只 需 对 前 者 作出 证 明 . 为 此 令 U x 是 4 x 4 中 0 的 邻 
域 , 即 存在 /mm 使 得 4 C Ui, Am C Us. 于 是 在 加 法 映射 十 的 作用 下 , (Us x U2) 2 (Ai x Am), RE 
WU = {u + u|u € U1, u2 € U2} C A, HAR RAHA x Am) = {fal 二 azlai € hi,a2 € Am} = 
Amaxıım € (Àj = (15; Lhes 再 借 由 任意 开 集 总 是 邻 域 之 并 这 一 事实 , IMARAH RAA 
集 , 故 连 续 . 

(3) 在 (2) 中 对 有 -代数 4 所 诱导 的 理想 降 链 换 成 任意 事先 给 定 的 理想 降 链 c: 4 = Ao 2 A 2 …. 
( 且 该 理想 降 链 不 要 求 总 是 严格 递减 的 ), 也 可 以 类 似 地 诱导 出 一 个 拓扑 结构 , 这 通过 定义 0 的 邻 域 为 
包含 某 个 理想 降 链 中 的 理想 万 的 4 之 子 集 即 可 . 在 (1) 所 给 的 平凡 拓扑 的 例子 中 , 其 对 应 的 理想 降 链 
正 是 平凡 降 链 A = Ao 2 A,— A2 A5 = AD --. 特别 地 , 如 果 c 只 是 取 4 作 为 Abel 群 的 一 个 子 群 降 


zB x 
z 
3 
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链 , 依然 有 类 似 的 方法 构造 出 一 个 4 上 的 拓扑 , 因为 我 们 可 以 看 到 (2) 的 证 明 中 不 依赖 于 乘法 封闭 的 
性 质 , 仅 依赖 加 法 运算 . 

(4) 在 (2) 和 (3) 中 , 构造 拓扑 太 代 数 的 技术 手法 源 自 p-adic 拓扑 . 对 此 可 以 考虑 环 Z 的 理想 P 
SP Zhen — Z2 pL 2 pL 2 .…, 然后 定义 Z 的 子 集 U 是 一 个 0 的 邻 域 , 如 果 U 包 含 某 个 p"Z. 可 以 
类 似 于 (2) 的 方式 证 明 此 定义 合理 , 并 由 此 诱导 出 Z 的 拓扑 结构 [15]. 


PR 


2.2 ”拓扑 -代数 的 完备 化 
通过 在 拓扑 -代数 上 定义 Cauchy 基 本 列 , 可 以 完成 对 其 的 完备 化 . 首先 考虑 下 述 引 理 : 


引 理 2.3 (7 了 -Cauchy 基本 列 的 等 价 ) 设 A 是 一 个 拓扑 -代数 ， {Zn}nen, {ynj}neN 是 了 -Cauchy 基 本 列 . 
定义 二 元 关系 入 ?为 :{fznjneN v {yn}weN 当 且 仅 当 对 任意 0 的 令 域 U, 总 存在 n € NN 使 得 Ty, 一 yn EU 对 
任意 n > N 成 立 . 则 此 二 元 关系 ”~ ”是 等 价 关系 . 


引 理 2.3 的 证 明 是 容易 的 . 通过 该 引 理 , 可 知 对 任意 拓扑 -代数 4, 总 可 以 得 到 它 的 完备 化 


AS 
HOn] = {{zn}nen € A®|{zn}nen ~ 0} 


例 2.4 (1) 考虑 域 i 上 的 一 元 多 项 式 环 k|zx], 并 给 定 一 条 理想 降 链 


cpl; (A) 


c: kla] ed —4 45 39 


则 零 多 项 式 0 的 邻 域 U 定 义 为 包含 某 一 J 的 k[z] 的 真子 集 , 根据 例 2.2 的 (2), 此 定义 合理 , HERGA 
是 0 的 邻 域 . 令 了 为 由 此 诱导 的 k[z] 的 拓扑 , 则 -等 价 于 零 序列 {0}N 的 -Cauchy 基 本 列 { 忆 ,(z)}wen 满 
Æ: 


对 任意 给 定 的 万 , 存在 N(j) EN, 使 得 当 n > N(7) 时 , 有 已 (z) € 万 . 


这 意味 着 deg P,(z) > j, 换言之 , 已 ,在 二 线 性 基 {1, x, zx?,…} 下 的 坐标 表示 是 (0,0,:… 0, aj, a5:1, 7). 
所 以 在 (k[z])* 中 , 等 价 类 [{0}N] 就 是 以 0 为 极限 的 -Cauchy 基 本 列 ， 于 是 对 于 任何 一 个 形式 震级 
数 ao + a2 + az? 十 … — Ye aiai, 它 可 以 由 Z RAFIK icn aizZijneN 通 近 , 且 该 多 项 式 序 列 
是 ,7-Cauchy 基 本 列 . 事实 上 这 对 任意 的 开 集 万 以 及 任意 的 m > n > j — 1, 都 满足 


azt 一 5 ajax! = — 5 a;x! € Ia € duca 


icn icm n+l<m 


故 形式 蝴 级 数 环 上 zj] 就 是 Elz] 的 元 完备 化 , 即 


I 


(2) 考虑 域 k 上 的 二 元 元 多 项 式 环 A = kle, y] & kQ/T, 给 定 4 的 理想 降 链 : 


cpl 


Je Gd k[z]) 


c: A= Ao D A1 - yA2 Ao 2 y A2 Ag 2 9 AD 


E 


Ere (yn P(x, y)|P(z, y) € k(v, yh}, 因而 在 c 所 诱导 的 拓扑 元 意 义 下 , 序列 {Q (zy)}neN 是 : 


e J.-Cauchy 基 本 列 , 当 且 仅 当 对 任意 0 的 邻 域 4)， 存 在 足够 大 的 NW, 使 得 当 m >n > N 时 ， 
Qm(z y) — Qu(v. y) € Aj, Bdeg, (Qu. (v, Y) 一 CQn(z 切 ) > j. 

e. J.T (0) wf 7. - Couchy EA Ji, 当 且 仅 当 对 任意 0 的 邻 域 4;, 存在 足够 大 的 NN, 使 得 当 n > 
Nit, Adeg, Q«(z, y) 2 j. 
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这 里 , 记号 deg, 表 示 对 关于 (x,y) 的 二 元 多 项 式 求 y 的 最 高 次 暴 . 如 同 (1) 那 样 , 拓扑 .元 可 以 给 出 如 下 完 
备 化 : 


则 相同 的 方式 有 : — 
Mem ~ 
cpl z, (k[x][[u]]) = HOn = k|[z, yl], 
这 就 得 到 了 二 元 形式 窘 级 数 环 k|[x,yl], 其 可 以 由 k[x,y| 经 过 两 次 完备 化 得 到 . 


(3) n 元 多 项 式 环 可 以 完备 化 为 n 元 的 形式 窜 级 数 环 . 


3 ”拓扑 -代数 的 完备 化 及 其 射影 极限 的 描述 


3.1 ”拓扑 k- 代 数 上 的 Cauchy 基 本 列 的 性 质 


命题 3.1 设 A 和 B 是 两 个 拓扑 有- 代数 ,yp : A 一 BB 是 hk- 代 数 同 态 ,， 则 对 任意 A 中 的 Cauchy 基 本 
列 {Zn}nen, 其 在 BB 中 的 像 {y(z%)}nen 也 是 Cauchy 基 本 列 . 


WEBB. 用 04 和 0B 分 别 表 示 A4 和 B 中 的 零 元 . 对 任意 0B 的 邻 域 U(0B), 定义 记号 


gp- (U(0g)) = {a € A | 存在 bE U(0B) 使 得 p(a) = b}. 


显然 , p-1(U(0B)) 是 04 的 一 个 邻 域 . 令 {xnjnen 是 4 中 任意 给 定 的 Cauchy 基 本 列 , 则 对 任意 0 的 邻 
域 U(0p), 存在 正 整 数 N, 使 得 zj — x, € p11(U(0B)) 对 任意 m,n > N 恒 成 立 . FÆ, 


Q(Zm) — P(n) = e(zxm — zn) € e(e  (U(08))) = {p(x) | x ey (U(08))) EU(O0B). 


可 知 {y(zn)jwen 也 是 Cauchy 基 本 列 . 


设 A 是 拓扑 -代数 , 其 拓扑 由 理想 降 链 c : A = 106o2 2 D 2 … 诱 导 . 则 对 此 理想 降 链 中 的 
任意 两 个 理想 万 2 I; (j < i), 其 可 诱导 一 个 有 代数 同 态 


Qij: A/L 2 AfIj;a- Head, (4) 


且 对 每 个 i, 4/ 五 是 拓扑 有 代数 , 其 拓扑 由 4/ 五 的 理想 降 链 E: A/T, = Ip/I; 2 h/I; 2 2 Hf 
0 给 出 , 这 里 , 记号 五 /五 (0 € ?< 刘表 示 五 和 五 作为 方向 量 空间 时 按 五 C. 工 诱导 的 商 空间 , 也 即 五 C 
I, = (LM). 换言之 , 4/ 五 的 拓扑 是 由 .7 自然 诱导 的 , 因此 仍 可 记 作 ,7 自然 诱导 , 此 记 法 也 并 不 会 
引起 混淆 . 于 是 , 根据 命题 3.1， 4 中 的 ,7-Cauchy 基 本 列 {fzn 十 五 jneN 在 自然 同 态 oz 的 作用 下 映射 
为 4/ 万 中 的 7-Cauchy 基 本 列 {zn + Ej ues. 特别 地 , 有 限 维 太 代数 满足 降 链 条 件 , 即 存在 V € RN 使 
得 五 = In 当 i > N 时 恒 成 立 . 因此 , I — lim 五 = Iw. “Io = 0 时 , 典范 满 同 态 4 一 4/ 万 被 认为 
是 (4) 所 给 的 代数 同 态 pooj 在 oo > i2 N 时 的 情形 . 此 情形 下 , A/I = A/In = 4/0 = A. 


注 记 3.2 需要 注意 的 是 , QNS HORT. 即 一 个 序列 {zn jwen 的 像 {p(zn)}wen 如 果 是 Cauchy 基 
本 列 ， 则 {zn }we 可 以 不 是 . 例如 一 元 多 项 式 环 k|z] 作 为 -代数 ， 给 定理 想 降 链 c : TEETE 
a?k|r| 2 …， WIAR en AEX Aka] ERMI., LEP dh up ELS S B [e] e 98 T ORC. 
考虑 其 到 商 环 k|z]/z”k[z] 的 自然 满 同 态 p : kle] — k[x]/z^k[x], 并 任 取 一 个 KIZ] 上 的 Cauchy 基 本 
JI Palt) jnen, 然后 令 : 


Q.(x) = P(x) + nr, t e Nt 事先 给 定 ， 
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则 得 到 一 个 k[z] 上 的 序列 {Q(z)}jwen， 此 序列 存在 足够 大 的 m,n 使 得 @%(z) 一 Q,(r) = B, (x) 一 
P 忆 (7) + (m — n)z* ¢ kje] (这 里 N > tU St(m 一 n)zt ¢ xNk[z|), 可 知 它 不 是 Cauchy 基 本 列 . 
但 其 在 wp 下 的 像 {p(Q@n(7x)) = Pale) 十 zx"k[z]}jwen 也 等 于 {P(x)}wen 在 p 下 的 像 , 根据 命题 3.1, 此 像 
为 Cauchy 基 本 列 , 如 此 得 到 一 个 反例 . 


3.2 Cauchy 基本 列 的 关联 组 


回顾 4 的 .7--Cauchy 基 本 列 {znjnes 的 定义 , 其 对 足够 大 的 m,m 应 保证 zw 一 zn 属 于 某 个 事先 随意 
给 定 的 理想 万 , 进而 有 zm 一 zn E€ IERM. WHE, {fznjneN 可 以 通 近 于 4 的 完备 化 空间 cpl7 (A) = 
45/[{OJN] 中 的 某 个 元 素 z. 应 注意 {znjneN 在 4 中 可 以 等 价 到 其 它 更 简单 的 Cauchy 基 本 列 上 , 譬如 
某 个 常数 序列 {zlN = xc. (即使 这 需要 事先 知道 z). 但 在 不 能 算出 z 的 情形 下 , 我 们 可 以 考虑 这 
FERT. - Cauchy2E A& 9i] (6, Ys, 其 满足 


Ên = Pn+1,nlEn+1) (5) 


这 一 考虑 是 基于 如 下 事实 : 我 们 假定 原本 的 .7.-Cauchy 基 本 列 {znjneN 已 经 知道 了 足够 多 的 
项 zl za …… En, 这 一 假设 是 符合 实际 的 , 此 时 考虑 mm 在 or : 4 > An En + Is, TEE. 
WE os, n TERIS, Ep, s i(ov) € n- 1 icd E6, ,; 然后 再 利用 同 态 pw_1,w-2 作 用 到 é&;_1 上 
得 6,_2; 以 此 类 推 , 直到 6o. 如 此 获得 了 一 个 Ir A/ I," EIn- (£o, €1, En) 最 为 理想 的 情形 是 
我 们 可 以 在 代 A/ I,"P SURE Y 2H (£o, 61, - ye = (&)neu, 其 对 所 有 的 n 都 有 (5) 成 立 , 同时 其 
在 cpl7 (A YRERET- (o Jaen. 如 此 , 我 们 已 经 获得 了 如 下 引 理 : 


引 理 3.3 令 A 是 拓扑 hk- 代数, 其 上 的 拓扑 了 由 A 的 理想 降 链 c 诱 导 . 则 对 任意 . 思 -Cauchy 基 本 列 {fzn}N € 
AE, BA (ên) € IT 4/ 石 使 得 其 满足 ; 
iEN 


(1) 式 (5)， FPE, = Pn+1,nlEn+1); 
(2) (Enn ATÈ E AKI 55. Io cpl; (4) 中 的 -Cauchy 基 本 列 {znjN. 


定义 3.4 (Cauchy 基 本 列 的 关联 组 ) 引 理 3.3 中 的 序列 {6&,}wen 被 称 作 是 {xw,}wen 的 关联 组 (coherent 


sequence). 


下 面 命题 描述 了 全 体 关 联 组 构成 的 集 所 具备 的 代数 结构 . 


命题 


命题 (Cauchy 基 本 列 的 关联 组 ) 令 4 是 拓扑 有 -代数 , 其 上 的 拓扑 .7 由 4 的 理想 降 链 c 诱 导 , 则 : 


页 3.5 
(1) 全 体 i-Cauchy 基 本 列 的 关联 组 构成 的 集合 coh(A5) 是 拓扑 Abel 群 ，; 
(2) coh(A5) 是 一 个 k- 代 数 . .H.coh(A*) S cplz (A). 


ERA. (1)idc: A2 192 h2 53 2-5, BF auia : A/In41 > 4/ 太 是 -代数 同 态 , 故 亦 为 群 同 态 ， 
因此 对 任意 (6 )wen; (Tn)jnen € coh( A€), ROJAS T 


(En + M) z On+ln(Sn+l) i Qn41,n (Tn-1) = Qn41,n(Én41 zu n1): 


所 以 coh(45) 是 Abel 群 . 注意 到 coh(45) 作 为 II A/I; 的 子 集 可 知 其 上 的 拓扑 可 由 诱导 , USA 
示 , 此 外 , coh(A*) 上 的 加 法 二 可 以 自然 地 按 下 式 定义 : 


+ : coh(A*) x coh(A*) — coh(A®), {én}n + (pls 9 {én + mm}y, 


ERPE + 的 加 法 + 沿用 代数 4 上 的 加 法 . A 是 拓扑 -代数 可 知 + 是 连续 的 , 即 对 每 一 分 量 n,， 
+: (En Mm) S En + mE, 因此 十 连续 . 同 理 对 于 一 idoon(ae) 的 连续 性 也 由 -id4 的 连续 性 可 自然 地 得 
到 . 所 以 -idooncae) 是 拓扑 Abel 群 . 
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coh(45) 也 是 一 个 K- 代 数 , 首先 它 是 k- 向 量 空间 ,， 且 是 环 . 其 次 , 对 任意 和 € klé) Mh), 
(&)u(m)u = (£m)u, 其 具备 向 量 空间 数 乘法 与 环 上 乘法 的 相 容 性 


AEn)N (TI)N = (NN(En)N (Wn)N = (Ao )N 
—((M)tin)N m (A(E)N) (n) 
—(& (Nn) = (E)n (A(n)n) 


最 后 , -向 量 空 间 上 的 数 乘法 k x coh( AE) — coh(A®), (A, (En)n) = 入 (bn)n 的 连续 性 由 4A 的 大 向 
量 空 间 上 的 数 乘法 的 连续 性 自然 诱导 , 综 上 , coh(45) 是 拓扑 万 代数 ， 
(2) 考虑 下 述 对 应 


y : coh(A*) 一 clpyr (A). (&)s 9 [zs]. 


其 中 zi, 是 6 € A/LfEqu : A > A/L, FEN. 


(3) {zn}n 必 定 是 4 上 的 Cauchy 基 本 列 . 


qlip 


pun 


实 上 对 任意 m > n, B: 


(5) 


Pn (Rin - d) = mn Em) = En £s m £s = OA/Ins Blas, — TIn E&E I; 


因此 对 任意 Tv, 当 m >n > NE], £m — zn € In C Iy. 
(i 对 不 同 的 原 像 zw mL, ps (xs — r) = En — En = 0Ajr,, Vx — ri € keryn = L,. BE, KNE 
够 大 时 ， Z>N 一 ZTCSNE Izn A T {£n}N ~ (Gr y. 
FAM), v EXE. 
下 面 证 明 % 是 双 射 . 首先 yw 是 满 射 显然 . 而 对 于 任意 4 中 等 价 于 {OJN 的 7-Cauchy 基 本 列 {zn}N， 
由 于 对 任意 4 的 理想 L,, 存在 N € N 使 之 有 z>w € Im, 故 在 4A/ 杨 中 有 z>N + Im = Oam, F 
是 ,pinm_1(Z>N + Im) = Qm,m-1(0a/1,) = OAI; 从 而 -Cauchy 基 本 列 {zx}n 在 coh(A*) 中 的 原 
像 (&)n 必 满足 Ec = Oaren 再 根据 m 的 任意 性 , 可 知 {znjN 的 原 像 必 为 (0)N = 0concae), 即 ker y S 
0. 所 以 % 是 单 射 , 它 还 给 出 了 拓扑 六 代数 之 间 的 同 构 coh(45) & clp zy (A). 


3.3 ”拓扑 k- 代 数 的 完备 化 是 射影 极限 
这 一 部 分 将 指出 coh(45) 的 射影 极限 表述 . 为 此 , 我 们 先 引入 代数 理论 中 对 与 极限 的 定义 


定义 3.6 (极限 ) [1, Chapter 5] 令 竺 是 一 个 Abel 群 系 , 若 其 : 


可 以 视 作 一 个 良 序 索引 T = (7,<) 上 的 Abel 群 系 人 = (Xi e 站 以 使 之 有 一 组 Abel 群 同 态 
系 = {fi : Xi Xj i X Ei, j e IBfa-—idx; 

。 且 对 于 任意 X € X, 所 有 的 由 XX 到 XX; 的 群 同 态 g; e HAWE fig; = gz. 

则 称 居 中 的 Abel 群 L 是 X; 的 射影 极限 (或 逆向 极限 , 又 或 极限 ), 如 果 其 满足 : 

(1) LESS X "BUG BERE; : L9 XX; 属于 和 6 ; 

(2) 任意 h; : L 一 X EEG fh; = hj; 
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(3) 在 . 冯 中 唯一 存在 Abel 群 同 构 w : X 一 L, 使 得 hiu = gi, hju = gj. 


习惯 上 , 我 们 记 X; 的 射影 极限 工 为 


对 偶 地 可 以 定义 归纳 极限 (也 称 作 正 向 极限 或 者 余 极 限 ). 


注 记 3.7 (极限 唯一 定理 [1, Chapter 5, page 231 and 238]) 射影 极限 /归纳 极限 如 果 存 在 , 则 其 必定 
在 同 构 意义 下 唯一 . 


定理 3.8 令 k- 代 数 A 按 理想 降 链 c : A= Io 2 D, 2 Do 2 Fri S 89453 b X ded E k-AX AC, xg 
T 一 {Xili € N} U {coh(45)} 上 的 群 同 态 系 .和 一 lea i A/ T; 一 AJ T;|i, j c N, ER < i) U {un H 
A/ I, — coh(A9)|h € N}, 有 


iX Y p AR A (5)28 B8, urte + Inr  (0,- RUNE ,0,… ) 给 出 . 


WEBB. 根据 命题 3.5, 任何 一 个 1 4/ 到 中 满足 式 (5) 的 N- 元 组 (6o £1, £2, -- ) 必 是 某 一 A 中 的 关联 组 ， 
icN 
这 里 yn_1 的 定义 1 式 (4 ) 给 出 ， 因此 coh(A5) 可 以 被 解释 为 : 


coh(A®) = | (£o; 1, E2: ) e I 4/5 


icN 


| onain} . 


RZ Je xx RERO dAbeliifz 4 = (A/L|li e N}, N = (N,<) 是 它 的 一 个 良 序 的 索引 集 , 易 见 ， 
对 任意 索引 集中 的 7 < d, wpij 提 供 了 群 同 态 4/I > A/L. 而 对 于 任意 4/Ii, coh(A5) 可 以 经 由 映 
Hipi : (£o Sis £5 6n c) mm 上坟 将 其 中 任何 Cauchy 基 本 列 的 关联 组 射影 到 4/ 五 (习惯 上 , p; 也 被 
称 作 射影 ), 因而 式 (5) 自 然 地 给 出 了 wpijp; = pj. 而 对 于 必 中 的 任何 一 个 其 它 的 4/1, j € d < hh 保证 
Y A/Iy 二 4/I 和 4/I > A/T; 的 存在 , 即 pm Yni, 同时 还 保证 了 下 图 交换 . 


A/T, 


所 以 , Wu, : A/Iy > coh(A5) 是 一 个 Abel 群 同 态 , 其 使 得 pjw = qui, pju = qu; MIHEZ + In € 
A/I,, (0 € A), 有 


SX = 4 U (coh(49)), 其 看 作 定义 在 良 序 的 震 引 NaatY := U {00} 上 , 这 里 记号 co 是 该 良 序 索 
引 Necney 中 的 极 大 元 , 即 对 任意 ie Nn, 有 i < oo. 如 同 每 一 个 ;索引 了 4/ 五 那样 , oo 索引 coh(A®). 
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相应 于 允 的 群 同 态 系 . 知 则 定义 为 . 知 := {pilij € N,j € ijU (uli € NYU {pili e N} 在 这 个 索引 
F, 对 任意 h, 唯一 存在 ww 能 使 下 图 交换 


AJ, 
| 


| un 


因此 , coh(A*) = lim A/I. 


icN 


由 上 面 的 证 明 , 立刻 有 下 述 推论 . 


推论 3.9 沿用 定理 3.8 的 记号 , 拓扑- 代数 A 的 完备 化 cply (4) 在 同 构 意义 下 是 射影 极限 lim 4/ 五 , 即 
存在 k- 代 数 同 构 


cpl;; (A) im A/h. 


4 ”拓扑 -代数 完备 化 观点 下 的 Q 的 p-adic 完备 化 


取 p 为 Z 的 素 理 想 , 则 其 必 为 某 一 素数 (仍然 记 作 gp) 生 成 的 Z 的 主 理想 , 对 应 地 理想 降 链 可 写作 : 


ZD (p) 2 (p->, 


Co $ 
2 的 p-adic 完 备 化 为 : 
cpl,(Z) = lim Zie»), 


ncNt 
其 常 被 记 作 Z， 为 了 更 清晰 地 看 到 Z 中 的 元 素 的 形式 , 我 们 需要 考虑 Z*, 为 此 , 需要 考虑 J 了,- 
Cauchy 基 本 列 . 
引 理 4.1 4o Z8 X 078, 则 也 的 P-adic 完 备 化 2 上 的 序列 {znjneN+ 是 .T5-Cauchy 基 本 列 当 且 仅 当 
对 足够 大 的 N € N 总 是 有 Zz>N 形 如 ZY>N 一 并 十 0O>NwBp2N， 其 中 z 为 恒定 值 . 


证 明 ， 理 想 (o") 可 以 通过 一 次 同 余 式 被 描述 为 


(9") = (m € Z | m = 0(modg^)j, 


因此 , 2 上 等 价 于 0 的 .Ta-Cauchy 基 本 列 {znj8 等 价 于 z>w € (p°) (Blzzy 三 0(modg")) 对 足够 大 
的 N 恒 成 立 的 序列 . 换言之 , 至 第 NW 项 开始 , 序列 {zj,}wen 的 元 素 均 可 写 为 0;g’ 的 形式 , j > N. 对 
于 此 也 可 以 用 射影 极限 lim o = 0 解释 , 见 下 文 所 给 注 记 4.2， 而 对 于 任意 .To-Cauchy 基 本 列 , 利 


(mm 一 十 co) 


用 ZE 上 的 Abel 群 结构 易 知 引 理 也 成 立 , 


注 记 4.2 对 于 素数 p, 考虑 定义 在 索引 N 上 的 集合 Y := {0,p0 = Z, p, p^, ,), 其 每 一 元 素 可 以 对 
应 为 一 Z 的 理想 , 且 对 任意 i > j, 可 以 定义 态 射 6ij : o! 一 p (不 妨 称 为 指向 关系 ). 特别 地 , 对 i = j 
的 情形 , 此 指向 关系 取 等 号 pg’ = pi?. 则 多 依 指向 关系 集 6 := {hzi € NJU {0iw : p! — 0li e 
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N} U (04, :0 > pili e NRR, 同时 对 任意 i mj > k, 有 交换 图 


这 便 得 到 了 关于 素数 p 的 一 个 射 景 E — 0. 该 射影 极限 指出 了 理想 (9p") 在 ”一 +o P38 
近 0， 进而 开 邻 域 系 {(pm)} 以 零 理想 0 为 杰 限 . 


回顾 命题 3.5, 若 已 知 了 -Cauchy 基 本 列 {zn}n 的 第 N 项 , 且 其 从 第 N 项 开始 , 总 有 z>w = m 
0> N o9, 则 其 关联 组 (cjJN 可 按 下 式 诱导 : 


EN := TN 十 (p^) 三 多 十 (p^); Paci :一 0 = Eri t (p^), Vn = 1, RS N. 


具体 地 说 , 如 果 我 们 书写 时 省 略 陪 集 (p"), 则 6vw 可 按 同 余 式 Ex = zw(modp")z6i, (0 € En € o"); 
AMin Kén- = £x (modo f&SEeN ,; 以 此 类 推 , 直到 获得 &1. 而 对 于 > NN 的 情形 , 在 省 略 陪 
集 的 书写 下 , Béon = c. 这 就 得 到 了 {zn}y = (7 mua m 0PgN x H ONT o NTDBIABECN 


(én,)nen = (: bd ip" 十 (o^), z t Hg b et ) € coh(Z*) C lI Zo 


nceNt 


根据 命题 3.5 的 (2), coh(Z€)28H T ZI g-adicse 4&0: 


VAS 
= lim Zi = "ag = coh(Z^) (6) 
nEN+ 
JFH. FIBRE EGET AZEZ I EHI. 
Z > coh(Z5), m > (m+ (p), m + (g?),---). (7) 


ERAT, 对 任意 的 m € Z, 同 构 (6) 将 其 映射 到 p-adic 完备 化 Z, 的 像 就 是 Z, 中 的 平 几 gp- 进 整数 (该 
事实 也 可 以 被 作为 平 几 gp- 进 整 数 的 代数 定义 ). 注意 , 在 同 构 意 义 下 Z 可 以 单 谋 入 到 Z。， 故 平凡 gp- 
进 整 数 (m -- (p), m H+ (92),---)250 € m < gp 时 仍 会 沿用 Z 中 的 写法 m, 而 m = 2 的 情形 则 是 对 应 
Jm=0+1p+0p 4 ---, 并 被 写作 10%. 

下 面 引 理 表明 单 同 态 (7) 不 是 满 的 , 因此 , p-adic 完备 化 Z 一 Z, 不 是 一 个 平凡 的 完备 化 , 当然 , 这 
也 是 一 个 众所周知 的 事实 , 但 为 了 便于 读者 , 我 们 依然 给 出 下 面 引 理 的 证 明 . 


引 理 4.3 对 素数 P EZ, 环 加 的 p-adic 完备 化 忆 , 存 在 不 为 平凡 gp- 进 整数 的 元 素 , 换言之 , 在 同 构 意义 
T, 有 Z Ç Zo. 


证 明 ， 利 用 同 构 (6), 在 coh(Ze) 中 考虑 (6 ) ,这 是 


na 


&, — rtp p + hp"). 


显然 ， Pn,n—1 Dn > Zp n= :的 作用 下 ， Qn,n— 1(£) —rctocteccg" 24 (g^ = e MHIE (En) E 
EB TEE HZ ENTRARA IZ 的 . 


定义 4.4 (第 一 型 p- 进 整数 ) 对 给 定 素数 p, ZZ 的 p-adic 完备 化 中 的 元 素 称 作 第 一 型 p- 进 整数 . 
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例 4.5 作为 一 个 例子 , 考虑 由 素数 5 所 决定 的 Z 的 5-adic 完 备 化 5. 
(1) 根据 3.5 的 (2), 此 完备 化 由 理想 降 链 c : Z — (59) 2 (51) 2 (9?) 2 EZ; = lim Z/(5") = 


也 一 十 co 
coh(Z*) 3. 在 同 构 意 义 下 , Z5 中 的 元 素 总 是 形 如 


(x + (5), æ +015 + (5°), £ + 015 + 025? + (5°), +- ) ecoh(Z*)) € T 2/5”), 
mENT 
式 中 的 每 一 个 6; 取 满 足 0 < 0; < 5 的 整数 . 习惯 上 , 上 式 所 表示 的 5- 进 整数 常 写作 .……02017s. 而 平凡 5- 
进 整 数 则 是 对 应 0; = 0 (Yi) 的 情形 , 此 时 沿用 上 述 记 号 , 平凡 5- 进 整数 将 写作 .… 0025, 并 且 仍 沿用 2 的 
习惯 其 简写 为 5s， 以 上 , 0 < x < 5 满足 z = z(mod5). 更 为 具体 的 例子 如 8 = 13s, 5? = 1000s 等 . 
特别 地 , 二 者 的 5-adic 范 数 均 为 1. 事实 上 , 它们 均 不 能 被 5 整除 , 因此 在 Z 中 是 形 如 5%m 型 整数 .从 
而 |59m|sagic = 1/5° = 1. 

(2) 我 们 已 经 考虑 过 Q 的 p-adic 完备 化 Qs 是 按 Abel 子 群 降 链 (p) 2 (p?) 2 … 所 决定 的 射影 
极限 im Q/ (p^), 这 里 的 商 Q/(p") 自 然 也 只 是 作为 Abel 群 的 商 而 非 环 的 商 , 详细 见 例 2.2 的 (3)， 命 
题 1.17 也 已 经 指出 了 Z, 的 分 式 化 Frac(Z,) 是 Qo。. 继续 本 例 对 (1) 的 讨论 , 对 p = 5 的 情形 , cpl (Q) S 
limQ/(5") = Frac(Zs) = coh(Q*), 上 述 同 构 中 ,coh(Q") 是 最 为 直观 的 , 它 的 元 素 都 是 由 7- 
Cauchy 基 本 列 诱导 的 关联 组 , 这 里 是 降 链 c( 作 为 Q 的 Abel 子 群 降 链 ) 所 诱导 的 Q@ 的 拓扑 . 以 3 为 
例 , 我 们 想 要 写 出 它 的 5- 进 数 表 示 , 首先 考虑 与 它 等 价 的 .7.-Cauchy 基 本 列 {zn = 2) = (3,3,…)， 
并 计算 它 对 应 在 coh(Q*) 中 的 关联 组 . 注意 coh(Q@5) 是 TI Q@/(5”) 的 子 集 , 因此 Cauchy 基 本 列 只 需要 
从 第 1 项 开始 考虑 . 


E 3-0) 8-65 。 (5) 

m=z e» -3 I el ^ &-5 
4 /R2 2 

ue s PB eoe S dedi 
aL (53 2 2 

"€ us lj CENNEE ua 334 9? L9 11. 541 ga 2 £g = l; 

4 4 4 

进而 得 到 3 在 Qs 上 的 展开 式 : 
1-218418 18 perd = 2s, 

此 即 3 的 5- 进 数 表示 . 


(3) 仍然 沿用 (1) 和 (2) 的 记号 , RAA = 疝 的 5- 进 数 表示 . 原则 上 , 我 们 已 经 知道 了 3 的 5- 
进 数 表示 : 


3 
i^ z, 
因此 
3 11112; 
100 | 52 
高 与 3 的 不 同 之 处 在 于 前 者 有 小 数 点 , 而 后 者 没有 . 


— 111.125 = 1.125, 


从 例 4.5 可 以 看 到 , 3 在 Qs 中 的 5- 进 数 表示 没有 小 数 点 , 但 是 它 本 身 又 并 非 由 Z 的 5-adic AER 
A, 这 样 的 数 称 作 第 二 型 5- 进 整数 . 更 一 般 地 , 我 们 有 如 下 定义 : 


定义 4.6 (gp- 进 整数 ) 对 给 定 素数 p, Qp 中 的 元 素 z 称 作 p- 进 整数 , 如 果 其 p-adic 展 式 若 形 如 


Too 
r=) ag, a; € {0,1, , o]. 
i—0 


其 中 , Pp- 进 整数 中 除 第 一 型 p- 进 整数 以 外 的 数 称 作 第 二 型 p- 进 整数 ， 
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命题 4.7 dk X, Qs 是 Q@ 的 p-adic 完备 化 ， 则 x € Q 的 p- 进 数 表 示 是 一 个 p- 进 整数 当 且 仅 当 
其 p-adic 范 数 小 于 1. 


WEBB. z 是 p 进 整数 当 且 仅 当 其 p-adic 展 式 形 如 z = Y ap, 因此 存在 mn > ttan = 0, A 
i—0 


Han * 0. TÆ; || p-adic —p^c (0, 1). 
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